ヤーコプ ベルヌーイ ノ ムゲン キュウスウロン 1689ネン ロンブン ニオケル エンエキテキ コウゾウ ノ ブンセキ by 林 知宏
71
ヤーコプ・ベルヌーイの無限級数論：
1689年論文における演繹的構造の分析
林　知宏
1　はじめに
　17世紀ヨーロッパは，数学上の貢献によって歴史に名をとどめる人物を多数輩出した．
中でもニュートン，ライプニッツの二人は，ほほ同時に無限小解析（微分積分学）を決定
的段階へと進展させていった．これは時代を象徴する出来事である．無限小（または流率）
というそれまで明確に用いられることがなかった概念と，それを表現する記号法を駆使し
つつ，様々な問題が解決されていった．また単に数学固有の問題解決にとどまらず，自然
認識のために数学を（より狭くは無限小解析を）不可欠の道具として組み込む方法論も確
立された．ニュートン，ライプニッツ両者に数学研究者としての気質の違いを見ることは
できる．だが二人とも共通してギリシア時代に著された数学上の古典的文献の内容に通じ
ており，概念的論争の際にはそうした古代人の名前や文献をあげて自己正当化を行ってい
る．1また同時代の先行研究もきちんと精査している．それらを基礎とした上で，自分た
ちの独創性を発揮できる領域を大きく切り開いたのだった．
　数学史研究において続く18世紀は，前世紀にくらべて比較的「穏やかな」時代と見なさ
れることが多い．方法論的な革新よりも，成果の量的な拡大に向かったことが時代的特徴
とされる．2ニュートンやライプニッッが基礎を確立した当初の様々な混沌は次第に秩序
づけられ，先人たちが開拓した土地から実り多い収穫を得た時期だったと考えられるから
である．また17世紀人たちのように，数学上の伝統に依拠して自己の「正当性」を主張す
る必要もなくなったように見える．新たな領域であった無限小解析は立派に市民権を得て
いったからである．それはクーンが「科学革命」の一段階として表現した「通常科学」
（norrnal　science）の状況に落ち着くプロセスと捉えると了解しやすい．3
　本論考は17世紀末から18世紀にかけて公刊されたヤーコプ・ベルヌーイ（1654－1705）
’ニュートン派とライプニッッ派によって演じられた微分積分学の先取権論争は，両者共通の土俵に乗っていた
からこそ行われたものである．彼らがいかに共有するところが多かったかは［林2003b］参照．
1ヤーンケ編「解析学の歴史』に所収されたヤーンケ論文「18世紀における代数解析」（［Jahnke　2003］，　pp．105－
136）に典型的な評価を見ることができる．
コクーンの用語については，［Kuhn　1977］，　Chapter　g，“The　Essential　Tension：Tradition　and　Innovation　in　Sientific
Research”（邦訳［クーン1992］第9章「本質的緊張：科学研究における伝統と革新」）参照．ただしここでは
クーンの科学史記述，特にその主要な主張であるパラダイム転換論を，数学史の記述に適用することの是非に
ついてはふれない．
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の級数論に注目する．4ベルヌーイは足かけ15年にわたって（1689年一1704年），5本の連
作論文を書いた．それらの論文の中では，無限級数にかかわる全部で60個の命題が続き番
号で記されている．ベルヌーイ以前の無限小解析の発展において，無限級数は問題解決に
必須の道具となっていた．彼の論述はそうした数学的手法を一度体系的に整理する意図を
持っているように見える．実際以下で述べるように，ベルヌーイの論文は伝統的な「総合
的」スタイルによって記述されている．すなわち公理・公準を与えた上で，各命題が演繹
的に証明されている．
　こうした記述の方法から容易に想像できるように，ベルヌーイは彼以前の様々な人々に
よる数学的貢献を規範化しようとしている．それはすでに述べたように開拓された数学的
領域が，新たな収穫の土台となる様相を典型的に示している。したがってここでそのベル
ヌーイの級数論を取り上げることは，クーン流の科学史理解を追認するための例を提供す
ることになるのかもしれない．ベルヌーイの論考は，その意味で従来の数学史研究の中で
もっと取り上げられてしかるべきものだったろう．だがこうした観点からの先行研究は，
フェッラーロを含めてわずかにあるばかりである．その理由として，数学者ヤーコプ・ベ
ルヌーイに対して，その学問上の業績は「広範な理論形成の中にというよりも，個別の問
題に関して賢くも秀逸な解析的な扱いの中にある」という評価があり，5大方がそうした
印象を共有しているからかもしれない．したがってあらためて彼の論文を分析の対象にす
る必要がないと考えられ，やはり理論形成においてより大きな貢献をしたライプニッツの
方に関心が集中したのだろう．そしてそのライプニッツ流解析学発展の一挿話としての役
割以上の扱いはあまりされてこなかったのが実際である．
　だが本論が主題的にベルヌーイ論文を取り上げる理由は，単に上記のことを確認するた
めだけではない．級数に対する数学的議論の組み方（たとえば，収束・発散に関する問題）
をふまえた上で，先に記した18世紀の数学全般に対して多少異なる再評価が可能なように
も考えられるからである．蓄積された技法を整理するだけでなく，ベルヌーイの級数論は
結果的に新たな数学的観点をも提示している．数学史研究の定説，すなわち「数学者たち
は18世紀中に成果の量的拡大に励み，19世紀になって初めて『解析学の厳密化』を開始し
た」はやはり疑義を投げかけられてしかるべきである．すでに17世紀末から18世紀初めにお
轡一コプ・ベルヌーイは，バーゼルに商人の子として生まれた．学問的経歴を当時として一般的な哲学，神学
の学位を得ることから始めた。1670年代に数学研究に目覚め，当初はデカルトの『幾何学』から強い影響を受
けたようである．1680年代に入り，生まれ故郷で大学教授職に就く，1687年以降は，バーゼル大学で数学教授
職を勤め，亡くなるまでその職を全うする（その教授職は弟のヨハンが後を継ぐ）．同時にライプニッツ流の無
限小解析学を修得して，成果を発表していく．ライプニッッとは亡くなるまで，書簡を通じて情報交換した．
様々な話題について論じ合い，弟ヨハンらとともに大陸における数学研究のグループを形成するにいたった．
晩年には『推測術」（Ars　conjectandi）という著作の執筆を続け（刊行は死後の1713年），確率論の形成にも決定
的貢献をした．［DSB　1970－90】，　II，　pp．46－51参照．
5ホフマンが記した『科学伝記事典』中の評価による．ホフマンはさらに「彼の発表や表現の方法において鋭さ
や優雅さはめったに見いだされず，最大限の誠実さがあるだけである」とも評価している．Ibid．　pp．　48，50．
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いて，一定の反省の契機が与えられていたのではないか．ベルヌーイ論文は数学における通
常科学化の事例を提供する以上の意味合いを持っているということを主張したい．
2　1689年論文の演繹的構造
　すでに述べたように，ヤーコプ・ベルヌーイは1689年刊行の第1論文から1704年刊行の
第5論文まで，15年の長きにわたって無限級数を軸とした連作論文を書いた，第1論文の
題名は「無限級数に関する算術的諸命題」（Positiones　arithmeticae　de　seriebus　infinitis）で
ある．第2論文以降は，「第2部」，「第3部」，「第4部」と続編であることが示され，最
終論文には「および領域の求積と曲線の求長に対するその応用について」（earumque　usu　in
quadraturis　spatiorum　et　rectficationibus　curvarum）という副題がつく．
　以上の連作論文では，無限級数を論じるための基礎から，当時話題にされていた曲線へ
の応用，関連する様々な手法を含めて，網羅的に論じられている．特にベルヌーイがそう
した話題を公理論的に構成している点が注目される．数学的な内容の記述スタイル，すな
努ち定義，公理・公準から命題（とその証明）へと演繹的に議論を進めていく流れは，ユー
クリッド『原論』以来の伝統である，それはこの17世紀末から18世紀初めにおいても，規
範としての役割を果たしている．明らかにベルヌーイは，無限級数に関する知識の断片を
定型化するためにその記述方法を選択している．
　ただ演繹的構造というのは，数学的な「発見」を再現する自然な流れではない．むしろ
最初に目標となる定理等があり，その証明に向けて必要な議論を既知のものとして前提に
しつつ進めていくための仕組みである．まずわれわれが確認しておきたいのは，少なくと
も第1論文において何がターゲットにされていたかである．実際第1論文を眺めるなら
ば，無限調和級数の発散の証明とライプニ・ツのf公式から派生し撫鰍数の値を求
めることに焦点が合わせられていることは明らかである．その趣旨は第1論文の序文にも
はっきりと記されている．6したがってこの論文は，最後の命題17「ライプニッツ流の級
数の和を見いだすこと」に向けて議論が進められていく．また幸いにもわれわれが依拠す
る1次資料『ヤーコプ・ベルヌーイ著作集』（Die　Werke　von　Jakob　Bernoulli）第4巻には，
1687年頃から1701年頃までに執筆された手稿「省察」（Meditationes）も収録されており，
いわば「舞台裏」を垣間見ることも可能である．7それら手稿群も射程において変わりは
ない．
　ライプニッツは創刊されたばかりの『学術紀要』（Acta　eruditorum）誌に，彼の1670年
代前半にさかのぼる成果を公表した（1682年）．すなわち晋公式と通常呼ばれる，
6［Bernoulli　WJK］，　IV，　S．45£
7第1論文執筆以前に記されたと推定される手稿の数は13編にのぼる．この中には第2論文の内容も含まれてい
る，［Bemoulli　WJI（1，　IV，　S．185－205．
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号一ト÷＋÷一÷＋吉一吉＋… （1）
という結果をはじめとして，いくつかの無限級数の計算をほとんど結果のみ示した．8ベ
ルヌーイ論文では，それらに対して「体系的な」再構成が行われる．ただしそれだけにと
どまらず重要な方法論，技法に関する議論が披露される．以下では第1論文の演繹的構造
を分析しつつ，その論文が持つ歴史的意義を明らかにしたい．
2．1　公理・公準，命題1から7
　われわれ論じている5連作論文は全体で60個の命題からなる．その第1論文の冒頭部は，
その後の議論を組み立ていくためのもっとも基本的前提から始まる．そのため「公理，ま
たは公準」が3個設定されている．これらはある意図を持って掲げられているように見え
る．それは「無限小と無限大をどのように議論の中に組み込むか」である．
　17世紀の数学は，無限小・無限大（量）を記号的代数の発展を利用して，存在論的な意
味合いから解放することを行ってきた．ユークリッド『原論』第5巻で展開された連続量
にかかわる議論を尊重しながら，計算操作の形式性や帰納的推論が保たれる範囲内で旧来
の議論（「無限小・無限大は量なのか？」）を回避する傾向があった．ウォリスの作った記
号。。や彼の著作『無限算術』（Arithmetica　inLfinitoru〃1）（1656年刊）で展開された議論，さ
らにライプニッツが作り出した記号dUとそれを用いた微分計算の公式化とその応用が代
表例である．
　ただしその問題に決定的な解釈（または合意）がもたらされたわけではない．17世紀半
ばに繰り広げられたウォリスとホッブズの論争，18世紀初めのパリのアカデミー内の論争，
バークリによる批判書の刊行と，不定期に基礎に対する議論が再燃する余地が残されたま
まであった．ベルヌーイは自己の級数論を出発させるにあたって，まず前提とすべき事柄
を要請していることになる．
　「公理または公準」の1あるいは2は，無限分割可能性や有限でないものとしての無限
大の受け入れが要請されている．ここでははっきりベルヌーイが実無限否定の立場に立っ
ていることを示している．9その上で無限小は量のカテゴリーの中に入らず，実質的に0
と同等であることが命題1で提示されている．証明は「もし量であったとするならば，公
理1によって，それ自身よりも小さな部分へと分割することができる．したがって与えら
れた任意の量よりもさらに小さくなってしまい，仮定に反する」としている．同様に命題
8［Leibniz　GM］，　V，　S．　l　l　8－122，邦訳［ライプニッツ1997］，279－286頁．
9以下においてベルヌーイの1689年論文に対して言及する場合には，1次資料として［Bernoulli　WJK】，　IV，　S．45－61
を利用する．その際，逐次原典の参照箇所を明記しない．代わりに末尾に1689年論文内容一覧を掲げるので，
「公理または公準」，各命題の具体的言明について随時参照のこと．ただし〔〕内は引用者による補足である
ことに注意．
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2では，可能無限の立場から自然な無限大の意味づけが行われる．これはアリストテレス
以来の解釈の流用であり，（先のような様々な論争があったにせよ）ベルヌーイの時代に
おいても穏当で，受け入れやすいものであったろう．論文の形式自体が，古典的・伝統的
な記述スタイルをとっているが，概念的にも万人により受け入れやすいような配慮がなさ
れているといえよう．だがこれは数学研究一般において，必ずしもベルヌーイが「保守的」
であったとことを意味しない．この論文の趣旨（無限級数に関して蓄積された知識の整理
と規範化）に対する必要性が議論の基礎を規定したと推測される．
　命題4以降の分析に移ろう．命題4では，同じ初項Aと第2項Bを持つ算術数列（＝
等差数列）と幾何数列（＝等比数列）の各項を比較する（A＜Bが仮定されている）．この
とき第3項以降は幾何数列の各項の方が大きくなると主張される．これは命題5，6（お
よびその系）で幾何数列が無限大に発散する可能性と0に収束する可能性を示すときの伏
線である（ベルヌーイは「収束」，「発散」という用語は用いてない点は注意）．その際
本質的な役割を果たすのは，いわゆる「アルキメデスの公理」である．例えば，命題5の
証明の中で次のように登場する．量A，Bで始まる算術数列A，　B，　F，　G，　H，…がある
とき，この数列を続けていくと，
最後の項H＞あたえられた量Z （2）
となる．ところが命題4より，幾何数列の対応する項E＞Hより，E＞H＞Zとなる．ゆえ
にEは任意に与えられた量よりも大きくなる．したがって命題2から無限大になると結
論が下される．途中の関係（2）が，現代数学の実数論における「アルキメデスの公理」，
すなわち「任意の二つの実数a＞0，b＞0に対して，　na＜bとなる自然数nが存在する」
に相当する．1°元来，ユークリッド『原論』第5巻定義4「何倍かされて互いに他よりも
大きくなりうる2量は相互に比を持つとといわれる」，第10巻命題1「二つの不当な量が
定められ，もし大きいほうの量からその半分よりも大きい量がひかれ，残りからまたその
半分より大きい量がひかれ，これがたえずくりかえされるならば，最初に定められた小さ
いほうの量よりも何らかの量が残されるにいたるであろう」と同値な公理であり，その
『原論』第10巻命題1以降で「取り尽くし法」（曲線図形の求積において極限操作を用いず
に，帰謬法（背理法）によって無限級数の和を求める方法）を正当化するために設定され
たものである．11
　この「アルキメデスの公理」をアルキメデス自身は，例えば『球と円柱について』第1
巻公準5で公理と設定している．12ユークリッドにせよ，アルキメデスにせよ，証明を行
10m杉浦1980－85】，1，19頁．
tbmユークリッド1971］，93，227頁．数学史研究において一般に，ユークリッド『原論』第5巻の比例論は（紀元
前4世紀前半の人）エウドクソスに由来するとされる（［斎藤1997］，　92－94頁参照）．したがって「アルキメデス
の公理」という名称は歴史的には根拠のないものであるが，ここでは慣習にしたがうことにする．
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う前に設定して議論の前提としている．それに対し，この論文でベルヌーイは幾何数列の
収束と発散という限定的な状況の下で，暗黙の了解として証明の中に組み込んでいる点が
興味深い．本来演繹的証明において，当然公理として設定されるか，証明済みの命題とし
てユークリッド『原論』なりが言及されてしかるべきはずである，ベルヌーイのみならず，
17，18世紀の数学研究者たちにとって，この「アルキメデスの公理」がどのように位置づ
けられていたか，ここで一般的に論じることはしない．ただしこの1689年論文において，
それに依拠すべき特別な役割が与えられていることは，後の命題16の証明の過程を見ても
明らかである．このベルヌーイ第1論文における一つの特徴として了解するにとどめてお
こう．
2．2命題8から9
　前節までの議論により，無限幾何数列が無限大に発散する場合と0に収束する場合が論
じられた．だがあくまで「増大する」，「減少する」という二つの区分が設定されているだ
けで，ア・プリオリな判定条件（われわれの用語で「公比」による収束・発散の分類）を
提示することは行われていない．命題8以降は，無限級数の問題へと移る．ただしここで
も事前にその無限級数の値が与えられること自体に対する考察は等閑視されたままである．
単に有限項における議論を，そのまま無限に項が続いた場合に敷彷するのみである．実際
命題8では「任意の幾何級数A，B，　C，　D，　E，…の和Sを求める公式が，次のような議
論にしたがって提示される．まず与えられた幾何数列において，命題7から
A：B＝s－E：s－A （3）
が成り立つ（命題7ではこの結果（3）は「あらゆる幾何数列」で成り立つとしている）．
この比例式において「反転によって」（convertendo），13
　　　AIA－Els－E＝　　　　IA－Bl
となり，よって公式，
12mアルキメデス1981］，307頁．
s’ｱこで「反転」という手法は，ユークリッド『原論』第5巻命題18，命題19の系を根拠とするものである．
『原論』の当該命題は次の通りである．
・第5巻命題18「もし量は分割比によって比例するならば，合比によっても比例するだろう」（われわれの表記
法で，a：b＝c：d⇒（a十b）：b＝（c十の：d），
・同巻命題19系「もし量が合比によって比例するならば，反転しても比例するだろう」（下線引用者．われわれ
の表記法で，（a＋b）：b＝（c＋の：d⇒a：（a－b）＝c：（c－d））．
［ユークリッド1971］，109f頁．
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　　AIA－El　　　　　　　十Es＝　　　1A－Bl （4）
が得られる．’4したがって命題8系において，幾何数列が「無限に減少することによって」
続いていく，すなわち「最終項が命題6系により消えてしまう」（すなわち0に収束する）
ならば，E＝0となり，通常われわれが知る収束する無限等比級数の和を得ることになる，
この幾何数列の例は，現代的記号で表すならば，
　　　　　　　　　colim・an－O⇒S一Σanが収束
n→oo@　　　　　　　　　　　　n＝1
（5）
が成り立つ場合を示している．これは「無限個の項がどのような方法においても有限の和
を構成する」場面になっている．だが命題16において証明される無限調和級数，
1＋去＋÷＋去＋÷＋… （6）
は，（5）の不成立を示す．この級数（6）は無限にのびる双曲線下の面積と関連する．17世
紀人にとって，それが（無限大に）発散することは，すでに既知であった．ただし双曲線
が軸に漸近するために一見直観に反しており，容易に信じがたいことだった．】5したがっ
て数学的な新事実ということではないが，それを演繹的体系の中で（ユークリッド『原論』
の枠組みの中でと言い換えてよい），「厳密に」証明することに意味を見いだしていたので
ある．いわば「誰にも文句を言わせない」形で数学的な事柄を定着させようと試みたと判
断できるだろう．16
14?ｮ（4）の表記は，原テキストでは，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ain　A＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十ESco　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝B
となっている（［Bernoulli　WJK］，　IV，　S．49），　A＝Bは本文中のように，実質的にはL・1・一・Blを表している．また
“in”によって，その前後にある二つの量の積を表す．前者はベルヌーイ独自の記号法だが（＝を現在の等号の
意味で使うことはすでに17世紀に始まっていた），特に後者は17世紀以前のフランソワ・ヴィエトの用法として
広く普及したものである．この論文が書かれた1689年頃において，ヴィエトの記号法はすでに大半はデカルト
の記号法に取って代わられていた．しかしここでベルヌーイがあえて，この記号を用いたことはやはり幅広い
読者に受け入れやすいようにする配慮ではないかと考えられる．
’5ｳ限調和級数（6）は，ライプニッツによって1670年代半ばに執筆され，刊行されずに終わった論考「その系が
表なしの三角法となっている円，楕円，双曲線の算術的求積」（De　quadratura　arith〃letica　circuli　ellipseOS　et　hy－
perbolae　cujus　corollarium　est　trigonometria　sine　tabulis）においても取り上げられている．その論考の命題45註で，
ライプニッツは先行研究の一つであるウォリスの研究の方法を批判している．ライプニッツによれば，ウォリ
スが『無限算術』においてこの級数が無限大になることを述べたとしても，それは「推測によって」得たこと
であり，きちんとした証明を与えていない．そのため，直観に反するこの事柄を人々に納得させずに，疑いを
はさむ余地を残しているとする（［Leibniz　QA〕，　S．103fまたは［Leibniz　QA2］，　PP．287ff）．ライプニッツ自身の証
明は，その未刊行論考の題名が示すとおり，直接双曲線の求積に関連させている．
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2．3命題10から15
　命題10は分母，分子がともに算術数列になる無限級数が論じられる．命題12から分母，
分子が異種の数列で構成される無限級数の場合が取り上げられる．例えば分子が算術数列，
分母が幾何数列によって増加する無限級数というようにである（命題13）．こうした考察
がどのようにして「無限級数（6）＝無限大」を示すことへと結びついていくかが問題であ
る．ライプニッツの1682年論文は，交代級数による公式（1）を導いた上で，逆数が等差数
列になっている場合（例えばその公式（1）の分母の数列1，3，5，7，9，…自身やその
一項飛ばしの数列など）を「調和数列（progressio　harmonica）」と呼んで考察している．17
ただしそれらはみな求積問題（円や双曲線によって囲まれた部分の面積を求める）に結び
つけられている．たとえ背景にそうした具体性のある求積問題があり，そうした問題への
応用を射程に入れていたとしても，ベルヌーイはいったんその結びつきを断ち切っている．
そして級数の一般論として論証を構築している．この点は注目すべき点である．数列や級
数に関するア・プリオリな条件を考察する前段階として，級数自体を直接理論化する段階
（抽象化の段階と言い換えてもよい）がこの論文において始まっていると評価できるだろ
う，新しい数学的事実の発見ではなく，既知の事柄を整理する中から新たな違う次元の問
題が浮かんでくる例となっている．すなわち理論に内在する問題が，自律的に動き出す段
階になって理論構成が違った次元に進展していくのである．これは歴史上しばしば見受け
られる現象である．これが当時においても古典的なスタイル書かれた論文の中に，古典的
な著作の中に内包されない問題が生じているのである．
　ここでもベルヌーイが依拠するのは，伝統的な比例論，すなわちユークリッド『原論』
第5巻の諸定理である．だが次第にその枠をはみ出し，代数的な処理も行われる．例えば
命題12の証明を見よう（原テキストの記述をわれわれの記号法に修正する）．
　いま分子が算術数列，分母が幾何数列の場合を考える．仮定されているのは，分母の初
項F，分母の第2項G，最終項までの項数1＞とするとき，「最終項までの項数Nが単位に
対してG対G－Fよりも大きな比を持つ」こと，すなわち，
Ar：1＞G：G－F （7）
である．上の式（7）をやはり「反転することによって」
ハ1：N－1＜G：F，
16ベルヌーイもウォリスの著作には確実に親しんでいたと考えられる（ここで考察の対象としている第1論文の
命題5系でウォリスが導入した記号。。が用いられている）．したがってライプニッッがウォリスに対して抱いた
考えは，おそらくベルヌーイにも共有されている，ただし，命題16までの議論の進め方を見るならば，ベルヌー
イは求積に直接関連させずに（6）が無限大になる証明を与えようとしている．そこがライプニッツとの違いで
あり，この1689年論文を分析する上での最重要な視点である．
17mLeibniz　GM］，　V，　S．121，【ライプニッツ1997］，284頁．
79
さらに（『原論』第5巻命題15により），
　　　　　　　　　　　　　　　　α〉：α〉－C＜G：F
が成り立つ．そしてユークリッドにない手法だが，ベルヌーイは内項の積と外項の積をとっ
て，
　　　　　　　　　　　　　　（αV－C）×G＞CN×F
とする．さらにG＞FのときAG＞AFから，
　　　　　　　　　　　　　｛A十（1VC－C）｝G＞（A十CV）F　　　　　　　　　　　（8）
となる．この二つの変形が従来の比例論でなく代数的操作の利用によることに注目しなけ
ればならない．『原論』第5巻は比と分数を同一視することをしない．なぜならその第5
巻定義3にあるように，「比とは同種の二つの量の間の大きさに関するある種の閨墜」だ
からである．18加えて，（8）の左辺は（N番目の項の分子）×G，（N＋1番目の項の分子）
×Fである．さらに変形して，
A±－gy＝－D．c－＞A＋CN
　　　F　　　　　　　G
となる．分母は幾何級数より，第N項：第N＋1項＝・　F：Gである。したがって定理の
主張のように，級数各項は必ず前の項が後続の項よりも大きくなる．
　命題14にいたって分母は「任意の幾何数列において」増加し，分子は自然数，三角数，
三角錐数，平方数，等々と様々に変化する．そうした場合の無限級数の計算において次の
ような手法がとられる．
1）無限級数を有限項の和のように形式的に分解する．
2）各々の級数は，分母が幾何数列，分子が一定数の項からなる（すなわち収束する値が
　　確定できる級数に分解する）．
典型的な例として，命題14第2項で扱われる分子が三角数からなる場合を考察しよう．い
ま無限級数
G－?{1菱＋斎＋券＋… （9）
を考える．これをG＝s，＋s、＋s3＋s、＋…と分解する．ただし
18ｺ線引用者．［ユークリッド1971］，93頁．関係は分数のように「数」に還元されない．当然代数的操作を許
容しない．
80
＆一 ｹ＋毒＋血＋f，・＋…一わ4望う，
＆一@麦＋姦＋券＋…一わ4≒，
＆一@　　姦＋券＋…一鰯≒4，
＆一@　　　　券＋…一わ4・空わdd，
である．個々の無限級数は命題9を根拠に構成され，また命題8によって各々のSi，　S、，
S，，S、，…が求められる．　S、，　S、，　S，，　S4，…の和をとる際に，すでにこの命題14の第1項で
分子が算術数列の場合に対する結果，
　　・一号＋α蒜c＋°蒜景c＋窄c＋…－b（add－1）＋b（4望げ一A，＋ん
が与えられている。すなわちa＝0として（A、＝0）
　　　　　　　　　　ん一論＋姦＋券＋…－S（　cdd－1）・　　　　（10）
から，
　　　　　　　　各S，の最右辺の値の和：式（10）のA，＝＝　dd：d－1
となることをベルヌーイは指摘している．したがっ、て求める和，
　　　　　　　　　　　　　　　　co　　　　　　　　n；1　・”－b（〆1ア
となる．ここに登場する各々の無限級数は収束が保証されている．したがって上記のS，，
S，，S，，　S、，…のような分解がどのような場合に可能か，あるいは不可能かという問いは提
起されない．展開される議論自体に誤りはない．だが命題15になると少し事情が複雑にな
る．
　命題15は命題14と対照的な無限級数が扱われる．実際「分子は等しい数の列が続き，他
方分母は三角数」，あるいはその倍数の列からなる分数の級数が考察される．例えば，
　　　　　　　　　　　　a　　　　a　　　　　　a　　　　　a　　　 　 　 　 　　　a　　　　　　　　　　R＝T＋可＋一冨＋10c＋蕊＋’°°　　　　　　（11）
とするとき，この無限級数（11）の値を求める．命題14までの議論で主要な役割を果たし
た（収束が保証された）無限等比級数と異なり，命題8の公式に依拠できないものである。
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そこでベルヌーイは次のような手法をとる．分子が一定数，分母が倍数の列からなる無限
級数，
　　　　　　　　　　N＝｛≒＋妾＋妾＋叢＋妾＋…
を考える．このとき無限級数（12）の第1項を除いた級数，
（12）
　　　　　　　　　　P－N一号一妾＋妾＋妾＋蓋＋…　　　　　（13）
を作り，これら二つの級数の辺々を引き算する．その際，（12），（13）それぞれの右辺は第
1項どうし，第2項どうし，以下同様に引き算していく．すると，
　　e－N－P－（1＞一（N－9　　　c））暖＋妾＋f，。＋叢＋意＋…－9（14）
を得る．求める和R＝2gより，よって
　　　　　　　　　R＿9＋⊥＋・＋・＋⊥＋＿＿2a
　　　　　　　　　　　c　　　　3c　　　　6c　　　　IOc　　　　l5c　　　　　　　　　c
となる．ここでも無限級数があたかも有限項であるかのように処理される．だがベルヌー
イは，この命題15の証明において「この方法を慎重さぬきにして用いることはない，とい
うことに注意すべきである」と明記している．この点はきわめて重要である．実際次の
ように級数S，Tを考えると，
　　　　　　　　　　∫一』誓＋｝／＋t／＋釜＋警＋…，
　　　　　　　　　　τ一釜＋髪＋1薯＋9／＋壽＋…，
これらの引き算からも級数eが得られる．このとき，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2a　　　2a2a　　　　　　　　　　　　　　，e＝s－Tニs－（s－　　　　　　　　　　　　）＝－Tニs－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C　　　　　C　　　　 c
となるはずだが，一方で式（14）よりρ＝旦である．この矛盾をどう捉えるかである．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cなぜこうした事態に陥ってしまうのか．ベルヌーイは命題15の証明において，次のように
説明している．
なぜなら，級数Sから同じだけの項の級数τが差し引かれるとする．そのT
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の中の個々の項は，もう一方〔の級数S〕において最初に先行している個々
の項を最後になくしてしまう　（destmere）．残余項，すなわち残った級数g
は，明らかに級数Sの第1項から級数Tの最終項を差し引いたものに等し
くならなければならない．したがってちょうど級数P，またはNにおいて
確かになくなる〔0に収束する〕ことが明白であるように，Tの最終項が0
に向けて終わるのでなければ，級数Sの最初の項に絶対に等しくなり得な
い．19それに対して級数TとSでは同時に〔最終項が〕消えることなく，実
際命題10より2に等しい．それゆえ上述のように，級数ρの和＝
　　　　　　　c2巫一ユ＝9となる（〔〕内は引用者による補足）．
c　　　　c　　　c
　先の級数NとPの問に行われた操作がなぜ正当化されるかが明らかになった．以上の
議論の中で注目すべき点を掲げると次の2点に集約されるだろう．
1）求積問題のように具体的描像を伴うことなく，代数的，形式的議論が進められる．
2）演繹的体系を組むことを通じて，ア・プリオリな条件が無限級数を論じる際に付与さ
　れる契機となる．
　従来の数学史研究の中で，このベルヌーイの連作論文に対して注目したものは多くない．
例外としてフェッラーロの論文があげられる．その論文は，17，18世紀における無限級数
の果たした役割を分析の対象としたという点で貴重な文献である．だがここまでの分析に
よって彼がこのベルヌーイ論文に対して与えた評価は多少修正の余地があると考えられる．
ここでフェッラーロの主張を簡単に見ておこう．2°フェッラーロによれば，17世紀後半か
ら，18世紀前半にかけての無限級数論は次のように特徴づけられる．
1）無限級数の「和」に対して明確な概念はなく，代わりに和についての量的な概念が広
　　く受け入れられている．
19この場面の議論は，
　　　　　　　　　3一㍗＋象＋釜＋菱＋豊＋吾＋…
　　　　　　　　　・一　舞｝・｛影｛臣｛薯・i釜・…＋最纈
の辺々を引き算すると双方の中間項はすべて互いに差し引かれ，Sの第1項とTの最終項が残る．
T一Σtnの場合，
　　n＝1　　　　　　　　　　　　　　撫・一撫讐一号
より，ここで引用したような結果が得られる．
20mFerraro　2002］，　PP．180」183．
したがって
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2）無限級数と有限級数の区別がない（記号法がそれを隠している）．
　（a）有限級数と無限級数とで成立するルールや手続きが異なることが認識されていない．
　（b）わざわざ「和」を定義する必要性を感じていない．
　こうした分析は，われわれのこれまでの考察と照らしても違和感はない．その上でフェッ
ラーロが導く結論は次のようになる．
1）数学者たちは収束と形式的操作が衝突するとは考えていなかった．
2）ヤーコプ・ベルヌーイは，命題15において彼の手法に一定の制限を加えているが，予
　備条件として数列の収束を要求しなかった．
3）単に結果の「健全さ」を確かめるだけで，無制限な操作がある種の例外的な失敗例を
　　もたらすことの説明を与えるだけである．
　こうした結論づけは，特にこの命題15における先の引用を見るならば，修正の必要があ
る。ベルヌーイは形式的操作と収束が衝突することを上の級数N，P（さらには級数τ，　S）
との間で見抜いている．したがって自分の方法が適用できるために予備条件として要求さ
れるものがあることをはっきり認識している．また直後の命題16で，無限調和級数の発散
に関連して数列の収束と級数の収束が結びつかないことの指摘（系3）は，単に例外的な
事例というよりも，一般的な言明として述べられている．こうしたベルヌーイの指摘は看
過できるものではない．彼以前から知られていた数学的事実を「厳密な」記述スタイルで
示そうとして，生まれた洞察であると考えられないだろうか．
2．4命題16から17
　いよいよこのヤーコプ・ベルヌーイの1689年論文は，命題16で目標としていた無限調和級
数（6）が無限大に発散することを証明する段階に至る．先にも述べたように，その事実自体
は17世紀の数学研究者に既知であった．したがってベルヌーイは先行研究による証明に対し
て新証明を与えることで独創性を示そうとしている．その際比較のためにヤーコプが紹介
するのは，彼の弟ヨハン・ベルヌーイ（1667－1748）の証明である．ヨハンの方法は，前命
題15を利用する．まず式（14）でa－・－1として，纐÷＋÷瑞＋士＋士＋…
を考える．そして「もし調和級数の有限の和が定まってしまうとすると導かれる明白な矛盾
によって，そうした命題の真理を結論づけ」る，いわゆる帰謬法が用いられる．すなわち，
命題14で用いた最初に無限級数の各項を分子が1の分数に分解し，その結果一つ項が右へ
ずれた級数の和を以下のように作る．
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??????????＝??
十
↑ ???? ????????﹇?。??
十
十?????????????＝?＝?＝?
D＝
E＝
F＝
÷＋古＋売＋売＋古＋…－c－÷－t
　　古噛＋如古＋…の一÷一÷
　　　　　士＋売＋古＋…－E一占一士
ここでG－c＋D＋E＋F＋…とすると，G－A－Bである・その一方でG－1＋去
＋÷＋士＋…となるので，cの値すなわち1だけAの方が小さくなる・つまり「全
体が部分に等しい」ことになってしまう．いうまでもなく，これはユークリッド『原論』
第1巻公理8に反している．21
　以上の議論は，証明済みの前命題をふまえて次の命題の証明が行われるという意味で，
この1689年論文の流れに自然に沿ったものである．ところが，ヤーコプ・ベルヌーイはあ
えて満足せず，別証明を与える．言い換えると『原論』第1巻公理8に依拠するのではな
く，別の根拠から無限調和級数（6）の値が無限大になることを示そうとする．
　実際，ヤーコプ・ベルヌーイの説明は次の通りである．目標は，任意の大きさの数1＞
を与えたときに，級数（6）の値がそれを上回ることを示すことにある．まず当の無限級数
から，数Nに等しい，あるいはそれを上回る分を取り除く．次に，級数の残りの項から
同様に，数1＞に等しい，あるいはそれを上回る分を取り除く．その作業をくり返せば，
級数全体（切り離された項）が，任意に与えられた数を超える（「アルキメデスの公理」！）．
すると命題2より，無限に大きくなるという結論を得る．ただしベルヌーイは「もしあな
たが取り去った後のいくつかの残りの項が，単位〔1〕を超えることができることを否定
て，幾何数列を分母とする数列の方が対応する調和数列よりも（分母が大きくなる分）小
さくなる．この幾何数列を⊥まで続けるとき，命題8により，
　　　　　　　　　　　　ua
21mユークリッド1971］，2頁．
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分母を幾何数列とする級数の和一 ﾟ一華）÷1
　　　　　　　　　　　　　　　　a　　a十1
となる．よって
元の調和級数の残余項の和〉分母を幾何数列とする級数の和＝1
が導かれる．
　あり得そうな展開の裏側を，今までの演繹的構造の中に潜ませていたのだから，その意
味で命題16における説明は，現代の読者にとってはやや意表をつかれた形となっている．
ただ17世紀後半に，この論文の読んだ当時の読者にとって，それは予想外の展開であった
だろうか．
　ライプニッツは最小の前提から，可能な限りすべてを証明の対象にするという独自の証
明論を持っていた．特に彼は，先のユークリッド『原論』第1巻公理8を証明の対象とす
べきであると考えていた．22ライプニッッのそうした発想は，17世紀人の思想の中で独特
の深い背景を持っている。その証明論は，無論彼の専有物ではない．23数学研究において
ヤーコプ・ベルヌーイはライプニッツの薫陶を直接受けている．だがこうした証明論に対
して，ライプニッツとヤーコプ・ベルヌーイが論じ合った形跡は，資料上裏づけられない．
少なくともこのベルヌーイの第1論文以前にライプニッッの直接的な影響があったかどう
かは断定できない．したがってこの1689年論文でベルヌーイが，ユークリッド『原論』第
1巻公理8よりも，「アルキメデスの公理」（＝『原論』第10巻命題1）に依拠しようとし
たことが，どのような動機に基づくのか断定はできない．
　ライプニッツは，1680年代に入り『学術紀要』誌を中心に無限小解析学の成果を発表し
ていった．すると新たに導入された「無限小」という概念に対して，徐々にその基礎を問
う気運が起こりつつあった．少なくともライプニッツが自己の方法の基礎として考えてい
たのは，『原論』第5巻の比例論とアルキメデスによる求積の手法（「アルキメデスの公理」
を議論の出発点とする）である迦あくまでも状況証拠以上のものではないが，ベルヌー
イを取り巻く「雰囲気」としておさえておきたい．命題4においても言及したが，この
1689年論文では，「アルキメデスの公理」（＝『原論』第10巻命題1）は暗黙の前提となっ
ている．ヤーコプ・ベルヌーイにとってより信頼の篤い公理への依存によって，確固たる
12宴Cプニッツがこれをどのように「証明」したかは，たとえばパリ滞在初期（1672年末）に書かれたガロア宛
書簡に見ることができる．［Leibniz　A］，　III－1，　S．19，邦訳［ライプニッツ1997］，115頁．
23m林2003a］，第1章1．2．2項，第3章3．1，3項を参照のこと．
24ベルヌーイが1689年論文を発表した少し後の時期になるが，1702年2月1日付のヴァリニョン宛書簡の中に，
ライプニッツの無限小解析の基礎に対する考えが典型的に表明されている（［Leibniz　GM］，　IV，　S．91－95）．また
ライプニッツの数学研究の中で無限小がどのように捉えられてきたか，時系列的な分析は［林2000］参照．
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A　B　C　D　E
図1　命題16系4
証明を築き上げたかったのではないかと推察される．
　同時に以上の命題16の証明により，系として重要な確認が行われる．すなわち系3にお
いて，「最後の項が消えてしまうような無限級数の和は，有限であるときもあり，無限で
あるときもある」と述べられる．つまり判定条件（5）は成立しない．数列の収束は級数の
収束の十分条件とはなり得ないのである．ベルヌーイはこの無限調和級数をめぐる反直観
的事実を，演繹的体系の中に組み上げることで証明した．ウォリスのような帰納的推論に
よってあいまいさを残さず，25疑念を払拭することができたと感じたろう．したがってこ
の論文は，求積問題との関連を意図的に排除してきた感があるが，次の系4で双曲線下の
面積と関連させて論じられている．図1において，双曲線の漸近線を無限個の等しい幅に
分割し，もう一方の漸近線と平行に曲線へ向けて線をBM，α〉，　DO，　EP，…のように引く
（ここで双曲線を関数のグラフとみなしていないことに注意）．このとき「平行四辺形AM，
BN，　C・，　D・，その他の和は」，それぞれの高さ脳αD・，　EP，…が1，参÷キ…
のようになるので「無限となる」．さらにそれらの平行四辺形に外接している双曲線下の
領域は，それより大きくなるので無限になる．17世紀中に議論を呼び，考察されてきた求
積問題は，いまや級数に関する命題の一具体例として了解されるのだった．
　さてこのベルヌーイ1689年論文もいよいよ最終命題17にいたる．ベルヌーイはその命題
の証明の中で，ライプニッツの1682年論文の内容に言及する．ライプニッツは，たしかに
円の求積に関連する級数（1）や，そこから派生する級数（分母＝平方数一1）の和の値
を与えている．しかし「それ〔級数の和の値〕を見いだした技巧を隠しながら」行ったに
2牲（15），（16）参照．
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すぎない．そこでベルヌーイはその「謎」の部分を明確化しようとする．
　より具体的には，次の三つの無限級数を扱う．
D＝⊥＋⊥＋
3　　8 1＋⊥＋⊥＋＿15　　　24　　　35
H－?{去＋圭＋意＋売＋…
1＝⊥＋1＋⊥＋⊥＋　18　　24 48 　　　 　十…80　　120
級数H，1はそれぞれ級数Dの奇数番目，偶数番目の項を取りだして加えたものである．
この無限級数Dの値をベルヌーイは命題16において扱った級数（6）（ここではあらためて
Aとおいている）から導き出している．すなわち，Aの最初の2項を取り除いた級数Bを
考え，A－B（＝C）を行う．
A＝⊥＋⊥＋⊥＋⊥＋⊥＋．．，
　　1　　2　 　　3　　4　 　　5
β一 ?{÷＋÷＋÷＋÷＋…－A－1一圭
c一?{昔＋急＋麦＋曇＋…一・一・一・一但一1一去一号
したがって，
D＿⊥＋⊥＋1＋1＋⊥＋＿＿S3　　8　　15 24　　35　　　　　4
である．また級数Aの項のうち，分母が奇数（または偶数）のものを取り出して，新た
な級数を形成し，それを出発点にして同様に先頭の項を除いた級数を各々引き算する．す
るとH－煤D・一士と定まる・以上の手法を用いて，単に分母一（平方数一1）のae
だけでなく，分母＝（平方数一共通の平方数）となる場合や，分母＝（三角数一共通の
三角数）となる場合の計算も与えられている．
　この1689年論文は，最後に分母が純粋に三角数，平方数の場合について言及されて締め
くくられている．前者は命題15の級数Rの特殊例である．だが後者の級数
⊥＋⊥＋⊥＋⊥＋⊥＋＿
1　　4　 　　9　　16　　　25
（15）
についてベルヌーイは，「和の探求は誰かが期待するよりもずっと難しい．だが平明では
ない別の方法によって，それが有限であるとわれわれは結論を下すだろう」と述べている．
すなわち第2論文（1696年刊行）命題24で考察される，いわゆるゼータ関数と後世におい
て名づけられる，
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　　　　ζ伽）一Σ歩
　　　k＝1
が登場する伏線になっている．そこであらためて級数（15）は取り扱われるだろう．26
3　結　論
　このベルヌーイ1689年論文に記された成果は，当時の数学研究者にとっても目新しいも
のではなかった．17世紀のヨーロッパにおいても，現在においても数学の論文が書かれる
第一の目的は，未解決だった問題に解決を与えることである．その意味で，ここで取り上
げた論文は，もともとあまり大きな価値を持っていないとも考えられる．ただしベルヌー
イの認識によれば，たとえ最終的な結果そのものが知られていたとしても，そこにいたる
過程を厳密な証明を伴って与えることは（ライプニッツ含めて）誰もが行っていなかった．
だからこそ自分自身の論文の存在意義を胸を張って主張できると考えたのではないか．既
成の成果を「整理する」役割を担うことにも積極的な意義があるということだろう．18世
紀のオイラー以降，テキスト，教科書を執筆することが，こうした作業を引き受けること
になる．学校という場が数学を学ぶための場として機能する以前の段階で，ベルヌーイ論
文の登場はやはり一定の必要性と必然性があったと評価すべきである．
　ベルヌーイは，無限調和級数（6）が無限大になることやライプニッツ1682年論文の成果
を再構成するだけでなく，それを誰もが納得できる厳密な形で示すことを意図した．ここ
で彼が考えた厳密性とは，ユークリッド『原論』の記述スタイルに倣うことと，『原論』
で前提されている公理・公準，証明済みの諸命題を根拠として議論を進めていくことが基
本である．加えて（『原論』で用いられていない）代数的操作などを微妙に融合して，同
時代の読者に受け入れやすい体裁を取っている．ただし同時に見逃してはならないことは，
そうしたプロセスの中で数学上の新しい問題が作り出された，あるいはそれにつながる契
機が生じたのでがはないかということである．
　演繹的体系の中で，ベルヌーイが考察の対象とせざるを得なかったことは，級数に適用
できる手法がどのような場合に可能かというア・プリオリな条件を与えることである．
1689年論文の主題である命題16，命題17に先んじて命題15で行われる議論は，旧来数学史
研究において作られてきた17世紀，18世紀の数学のイメージに対して部分修正をせまるよ
うに考えられる．ベルヌーイは彼以前に開発されてきた数学的手法に着目する中で，同時
に彼以前になかった問題を作る契機を与えた．そのことがもっと重要視されていいのでは
ないか．17，18世紀の数学に対する歴史研究の中で，フェッラーロは無限級数という一つ
の切り口を新たに提供した．それは貴重な指摘であった．ただし彼がこのわれわれが考察
26mBernoulli　WJK】，　rV，　S．72－75．
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したベルヌーイ論文に対して与えた結論は，やはり修正の余地があると考えられる．
　従来の数学史研究において，無限小解析学の発展の中で，例えばバークリに代表される
無限小の存在論的批判とそれに対する反論またはオイラー，ラグランジュといった巨人
たちが微分，導関数といった基礎概念，基本操作をどのように定式化してきたという点に
注目が集まってきた．そして19世紀に入り，本格的な無限小解析学の「厳密化」が始まる
という歴史認識は広く研究者たちの了解を得ているように見える．微分積分学が学として
確立する上で，概念や操作を安定させることは不可欠である．だが，実際の問題解決に適
用される技法を組み込んでいくこともまた必要である．その解析学の「厳密化」と称され
る動きが，コーシーのエコール・ポリテクニクでの講義や『解析教程』の執筆さらにヴァ
イヤシュトラスのベルリン大学での講義という場から生じたとされる「定説」以前に，ベ
ルヌーイ論文も厳密化の一端を彼の文脈において担ったのではないか．そうした歴史的評
価も可能であるということを主張したい。この第1論文の成果をもとに，第2論文以降，
第5論文にいたるまでどのような議論が展開されていくか，また他日を期して分析してい
きたい．
4　参考：1689年論文内容一覧
　第1論文「無限級数の関する算術的諸命題」（1689年）
公理または公準
　1）あらゆる量は自分自身よりも小さな部分へ分割可能である。
　2）あらゆる有限量よりも大きな量を受け入れることができる．
　3）もし何らかの量が，そのある分けられた部分を〔その量〕全体自身から差し引かれ
　　　るならば，その部分が残る．
鍾　1）任意に与えられた量よりも小さいということは，非量（non－quantum）または0であ
　　　る．
　2）任意に与えられた量よりも大きいものは，無限である．
　3）あらゆる幾何数列は，無限に多くの項を通じて続けていくことができる．
　4）任意の幾何数列A，B，　C，　D，　Eがあるとし，同じ項A，　Bから始まり同じだけの
　　　項からなるA，B，　F，　G，　Hという別の算術数列があるとするならば，幾何数列に
　　　おける残りの一つ一つの項は，算術数列において順に対応している個々の項よりも
　　　大きくなるだろう．すなわち〔幾何数列の〕3番目の項は〔算術数列の〕同じ3番
　　　目の項より大きく，4番目の項は4番目の項より大きく，最後の項は最後の項より
　　　大きく，さらにあらゆる項があらゆる項よりも大きくなるだろう．
　5）増加する幾何数列A，B，　C，　D，　Eにおいて，任意に与えられたZよりも大きな項
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　　Eに結局は達することができる．
　　系）以上から無限項からなる増加する幾何数列において最終項は，命題2によって
　　。。となる（。。は無限を表す記号である）．
6）減少する幾何数列A，B，　C，　D，　Eにおいて，任意に与えられたZよりも小さな項
　　Eに結局は達することができる．
　　系）以上から減少する幾何数列が無限に続くと，最終項は命題1より0となる．
7）あらゆる幾何級数A，B，　C，　D，　Eにおいて，第1の項対第2の項は，最終項を除
　　いたあらゆる項の和対第1の項を除いたあらゆる項の和になる．
8）任意の幾何級数A，B，　C，　D，　Eの和Sを見いだすこと．
　　系）もし幾何数列が減少しながら無限に続いていき，そして最終項が命題6系によっ
　　て消えてしまうならばあらゆる項の和1ま青〔A2A－B〕となるだろう．した
　　がってどのような方法でも無限個の項が有限の和を構成することができるのは明ら
　　かである．
9）もし連続的に比例しているA，B，　C，　D，　E，…という無限級数がA対Bの比で減
　　少するならば，あらゆる項の和はすべての項から第1の項を取り除いた場合，第1，
　　第2の項を取り除いた場合，その他同様に連続的に比例し，無論同じ比A対Bに
　　なる．
1・）分母・分子がともに算術数列｝・おいて増加する分数の無限級鵜鉾妾審髪，
　　鍔妾，…の最纈は，肝分母力蜘の差として共通している分婿となる．
　　系）あらゆる項の和は，もし最終項が第1項よりも大きいか，あるいは小さいとす
　　ると，必然的に無限に大きくなる．
ll）ある分数の別の項に対する比は，分子の直接比と分母の逆比から合成される．
　　にその逆になっている分数の列において，もし最終項の項数Nが単位に対してG
　　対G－Fよりも大きな比を持つならば，前者の項は後続のものよりも大きく，後
　　者の項は後続のものよりも小さくなる．
　　前者が幾何数列，後者が算術数列ならば，最終項は。。となるだろう．
14）分母が任意の幾何数列において増加し，一方分子は自然数1，2，3，4，…，あ
　　るいは三角数1，3，6，10，…，三角錐数1，4，10，20，…，平方数1，4，9，
　　16，…，立方数1，8，27，64，…，さらにはそれらの数と等しい数をかけたものに
　　よって進行していく分数の無限級数の和を見いだすこと．
15）分子は等しい数の列が続き，他方分母は三角数，あるいはその等倍数の列が続く無
91
16）
17）
限分数級tw　Rの和を見いだすこと．
無限調和数列の騰十＋÷＋÷珪＋÷＋…の和は無限である・
系3）最終項が消えてしまうような無限級数の和は，有限であるときもあり，無限
になるときもある．
系4）また幾何数列においてただとびとびに〔列を〕作ることを認めるならば，双
曲線と漸近線によって囲まれた領域が無限であるということが導かれる．
ライプニ・ツ流の纐D〔＿⊥＋⊥＋　1＋　1＋　1＋＿　　3　　　8　　　　15　　　24　　　35〕・H〔一÷＋1，
騰噛噛＋…〕，1〔一÷噛磁＋齢ll。＋…〕・その他分
母が三角数あるいは平方数で，別の三角数あるいは平方数を引き算した級数の和を
見いだすこと．
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